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摘 要： 采用随机网络演算可以计算非确定性系统的性能参数．在实际中，区间数学也可处理非确定性，本文构
造了广义增函数集合的区间扩展，采用幂等数学研究了该扩展的性质．通过区间的卷积可以定义区间到达曲线与区间
服务曲线，根据这两个概念提出了一种基于区间的网络演算，区间网络演算可以计算出通过区间表示的性能参数界

限，可以在一定程度上处理不确定性，最后给出了区间演算的应用例子．
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１ 引言

确定性网络演算（ＤｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃＮｅｔｗｏｒｋＣａｌｃｕｌｕｓ）可被
用于计算网络性能参数的确界，这样计算出来的界限有

时过于松弛，不符合某些实际应用的需求．采用随机网络
演算，可以得到比确定性网络演算更为精确结果［１］．

除了概率论之外，还存在其它可以处理不确定参数

的方法，其中之一是区间数学（ＩｎｔｅｒｖａｌＭａｔｈｅｍａｔｉｃｓ），如
果对某个性能参数 ｘ，ｘｌ，ｘｕ∶ｘｌ≤ｘ≤ｘｕ．则闭区间
［ｘｌ，ｘｕ］代表 ｘ的所有可能取值的集合．研究区间性质
的数学分支称为区间数学．区间数学最早由文献［２］提
出，用于确定计算机程序中的舍入和截取误差．到目前
为止，区间数学已经成为研究大量非确定性问题的有效

手段［３］．文献［４］将区间数学与幂等分析理论结合，提出
了幂等区间分析理论（ＩｄｅｍｐｏｔｅｎｔＩｎｔｅｒｖａｌＡｎａｓｌｙｉｓｉｓ）．文
献［５］采用幂等区间分析的方法对一个非确定性的计时
事件图（ＴｉｍｅｄＥｖｅｎｔＧｒａｐｈ）进行了分析．

本文采用基于区间双子的网络演算计算某些非确

定性参数的区间界．学术界已经提出了多种构建在不同

双子上的网络演算：在文献［６］中，Ｃｈａｎｇ研究了极大代
数下的动态滤波器理论以及基于时变函数极小双子的

网络演算；在文献［８］中，Ｆｉｄｌｅｒ研究了基于勒让德（Ｌｅｇ
ｅｎｄｒｅ）变换的共轭（Ｃｏｎｊｕｇａｔｅ）网络演算；在文献［９］中，
Ｊｉａｎｇ将网络演算建立在模糊（Ｆｕｚｚｙ）数学理论之上．

网络演算也是国内的研究热点．张信明等率先采用
网络演算理论分析某些特殊的网络元素，如无缓冲区整

形器、ＧＰＳ服务器等［１１，１３］．张连明等采用网络演算的理
论对网络中的某些特殊流如自相似流等进行了分

析［１５］．王子君等分析了其它网络环境下的演算［１２］．陈昕
等采用网络演算分析了 ＡＦＤＸ网络［１４］．从总体上看，国
内研究大多集中在实际应用方面，理论研究相对缺乏．

本文提出一种基于广义增函数双子区间扩展的网

络演算，区间之间的运算基于极小代数．通过定义区间
到达曲线和区间服务曲线，可以计算端到端性能参数的

区间界．因为区间可以表达不确定性，因此区间演算属
于非确定性网络演算．区间演算的提出，为网络建模分
析提供了一种复杂度介于确定性网络演算与随机网络

演算之间的选择．因为广义增函数的区间扩展也是双
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子，因此本文采用余理论作为主要的数学分析工具．
表１ 本文用到的数学符号

符号 表示的意义

★ 极小卷积

 表示双子乘法

 极小运算或双子加法

ＲＲ 实数集

Ｄ 一般集合

∨ 极大运算

ａ ａ的闭包
ＩＸ Ｘ到自身的恒等映射

， 双子加法定义的序

Ｉ（Ｘ） 双子 Ｘ的弱区间扩展

Ⅱ（Ｘ） 双子 Ｘ的区间扩展

○／ 反卷积

○／ 区间的反卷积

★ 区间的卷积

ｆ＃，ｆｂ 映射 ｆ的余与对偶余
黑体字母 表示区间

２ 相关工作

首先通过表 １给出
本文用到的数学符号．
２．１ 幂等数学

幂等（Ｉｄｅｍｐｏｔｅｎｔ）性
是指对于某个代数结构

中的加法，ａ ａ＝
ａ［４］．与之相关的代数结
构是双子．

定义 １（双子） Ｄ
是一个集合，在其上定义

两种运算和，二者都
满足结合律并且分别有

中立元和 ｅ，可交换
并且是幂等的，对满
足分配律，对任意 ａ∈Ｄ，ａ＝．称满足以上条件的
｛Ｄ，，｝为双子Ｄｉｏｉｄ．

网络演算中经常用到以下双子：

（１）极小代数：
珔珔ＲＲ＝｛ＲＲ∪＋∞，ｍｉｎ，×｝；
（２）考虑所有定义在［０，＋∞）的非负广义增函数

（即非减函数）的集合Ｆ，在其中定义运算：
（ａ）加法：（ｆｇ）（ｔ）＝ｆ（ｔ）ｇ（ｔ）；
（ｂ）卷积：（ｆ★ｇ）（ｔ）＝ｉｎｆ

０≤ｓ≤ｔ
｛ｆ（ｓ）＋ｇ（ｔ－ｓ）｝；

（ｃ）反卷积：（ｆ○／ｇ）（ｔ）＝ｓｕｐ
ｕ≥０
｛ｆ（ｔ＋ｕ）－ｇ（ｕ）｝．

｛Ｆ，，★｝构成可交换双子，称为基于极小代数运
算的广义增函数双子．

双子中的加法可以导出的一种序关系：ａｂ
ａ＝ａｂ．定义的对偶序为，ａｂ ｂａ．
双子中另一类重要的运算为闭包（Ｃｌｏｓｕｒｅ），对任意

ａ∈Ｄ，定义：
ａ＝ｅａａ２…ａｎ…

其中 ｅ为Ｄ的单位元，ａｎａｎ－１，ａ０＝ｅ．
２．２ 余理论

余理论是双子几何分析的主要工具，已经应用于

多个应用数学领域［４，１０］．余理论的主要研究对象是余映
射和对偶余映射．

定义２（余映射和对偶余映射） ｆ是从偏序集Ｘ→
Ｙ的保序映射，如果对任意 ｙ∈Ｙ，子集｛ｘ∈Ｘ｜ｆ（ｘ）
ｙ｝存在最大元，则称 ｆ是余映射（ＲｅｓｉｄｕａｔｅｄＭａｐｐｉｎｇ）．
该最大元记作 ｆ＃（ｙ），映射 ｆ＃：Ｙ→Ｘ被称为 ｆ的余
（Ｒｅｓｉｄｕａｌ）．如果对任意 ｙ∈Ｙ，子集｛ｘ∈Ｘ｜ｆ（ｘ）ｙ｝存
在最小元，则 ｆ是对偶余映射（ＤｕａｌｒｅｓｉｄｕａｔｅｄＭａｐｐｉｎｇ）．

该最小元记作 ｆｂ（ｙ），映射 ｆｂ：Ｙ→Ｘ被称为ｆ的对偶余
（Ｄｕａｌｒｅｓｉｄｕａｌ）．

余映射在实际应用中较为常见，例如映射 ｆ：ＺＺ→→
ＲＲ，ｆ（ｘ）＝ｘ是余映射也是对偶余映射．
文献［１０］证明：映射Π：Ｄ→Ｄ是余映射的充要条

件为其将映为，并且是下半连续映射（Ｌｏｗｅｒｓｅｍｉｃｏｎ
ｔｉｎｕｏｕｓ），即对任意 ＧＤ，Π（ｘ∈Ｇｘ）＝ｘ∈ＧΠ（ｘ）．余
映射主要有以下性质：

定理１（余映射的性质［１０］） ｆ，ｇ为从完全双子
Ａ到完全双子Ｄ的映射，如果 ｆ是余映射，记 ｆ的余为
ｆ＃；如果 ｆ是对偶余映射，记 ｆ的对偶余为ｆｂ，如下性质
成立：

（１）ｆｂｆＩＤ，ｆｆｂＩＤ；
（２）ｆｆ＃ＩＡ，ｆ＃ｆＩＤ；
（３）ｆｆ＃ｆ＝ｆ，ｆ＃ｆｆ＃＝ｆ＃；
（４）ｆｆｂｆ＝ｆ，ｆｂｆｆｂ＝ｆｂ；
（５）（ｆｇ）ｂ＝ｇｂｆｂ；
（６）（ｆｇ）＃＝ｇ＃ｆ＃．

２．３ 网络演算理论

网络演算采用到达曲线（ＡｒｒｉｖａｌＣｕｒｖｅ）描述数据流
的流量（Ｔｒａｆｆｉｃ）特征，而服务器的服务能力则用服务曲
线（ＳｅｒｖｉｃｅＣｕｒｖｅ）描述，基于到达曲线和服务曲线可以
得到确定性的性能保证（ＤｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃＰｅｒｆｏｒｍａｎｃｅＧｕａｒ
ａｎｔｅｅｓ）．

本文采用如下网络模型：服务器是工作保持（Ｗｏｒｋ
Ｃｏｎｓｅｒｖｉｎｇ）的，采用 ＦＩＦＯ排队规则．网络中的数据流
（Ｆｌｏｗ）用其流量累积函数（ＣｕｍｕｌａｔｉｖｅＴｒａｆｆｉｃＦｕｎｃｔｉｏｎｓ）表
示．本文总是用 Ａ代表服务器输入流，Ｄ代表相应的输
出流，它们的流量累积函数分别记作 Ａ（ｔ），Ｄ（ｔ），Ａ
（ｔ），Ｄ（ｔ）∈Ｆ．

定义３（到达曲线） 设α∈Ｆ是广义增函数，对于
输入累积函数为 Ａ（ｔ）的流，如果对所有 ｔ≥０，Ａ（ｔ）≤
（Ａ★α）（ｔ），则称α是Ａ（ｔ）的到达曲线．

定义４（服务曲线） 假设网络元素 Ｓ的输入输出
分别为Ａ和Ｄ，称 Ｓ提供服务曲线β，当且仅当以下条
件同时成立：

（１）β∈Ｆ，β（０）＝０；
（２）Ｄ（ｔ）≥（Ａ★β）（ｔ）．
根据到达曲线与服务曲线可得得到确定性的性能

保证．
定理２（确定性网络演算基本定理［７］） 输入服务

器 Ｓ的流Ａ（ｔ）有到达曲线α（ｔ），Ｓ提供服务曲线β（ｔ），
则：

（１）在时刻 ｔ，Ｓ的最大积压满足：
Ｂ（ｔ）≤ｓｕｐ

０≤ｓ≤ｔ
｛α（ｓ）－β（ｓ）｝ （１）
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（２）在时刻 ｔ分组的最大延迟上界为：
ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ

ｉｎｆ｛τ≥０∶α（ｓ）≤β（ｓ＋τ）｝ （２）

（３）Ｄ（ｔ）有到达曲线（α○／β）（ｔ）．

３ 双子的区间扩展

双子｛Ｄ，，｝中的闭区间定义为集合
ｘ＝［ｘ１，ｘ２］＝｛ｘ｜ｘ∈Ｄ，ｘ１ｘｘ２｝

ｘ１，ｘ２∈Ｄ．如果 ｘ和ｙ都是Ｄ中的区间，则 ｘｙ当且
仅当ｙ１ｘ１ｘ２ｙ２．

记｛Ｄ，，｝中所有区间构成的集合为 Ｉ（Ｄ），在
Ｉ（Ｄ）中定义如下运算：
设 ｘ，ｙ∈Ｉ（Ｄ）：
（１）ｘｙ＝ ∩

ｚ∈Ｉ（Ｄ）；｛ｘｙ｜ｘ∈ｘ，ｙ∈ｙ｝ｚ
ｚ；

（２）ｘｙ＝ ∩
ｚ∈Ｉ（Ｄ）；｛ｘｙ｜ｘ∈ｘ，ｙ∈ｙ｝ｚ

ｚ．

ｘｙ是包含集合｛ｘｙ｜ｘ∈ｘ，ｙ∈ｙ｝的最小区
间，而 ｘｙ是包含集合｛ｘｙ｜ｘ∈ｘ，ｙ∈ｙ｝的最小区
间．Ｉ（Ｄ）称为双子｛Ｄ，，｝的弱（ｗｅａｋ）区间扩展，并
且｛Ｉ（Ｄ），，｝仍然是双子，证明参见文献［４］．

虽然弱区间扩展继承了双子｛Ｄ，，｝的许多属
性，但是重要的属性如稳定性等都未被继承，因此需要

定义更强的区间扩展．双子 Ｄ的区间扩展定义为：
Ⅱ（Ｄ）＝｛［ｘ１，ｘ２］｜ｘ１，ｘ２∈Ｄ，ｘ１ｘ２｝∪［，］

（３）
｛Ⅱ（Ｄ），，｝同样构成双子，并且继承了双子 Ｄ

的更多性质．

４ ｛Ｆ，，★｝的区间扩展
本节研究双子｛Ｆ，，★｝的区间扩展的性质，Ｆ上

的区间定义为集合：

ｆ＝［ｆ１，ｆ２］＝｛ｈ｜ｈ∈Ｆ，ｆ１≤ｈ≤ｆ２｝
其中 ｆ１，ｆ２∈Ｆ．Ｆ的区间扩展记作Ⅱ（Ｆ），即所有定义
在Ｆ上的区间集合，对所有 ｘ＝［ｘ１，ｘ２］∈Ⅱ（Ｆ），有 ｘ１
≤ｘ２＜（ｔ）．

网络中数据流的累积函数可用Ⅱ（Ｆ）中的区间描
述，流 Ａ属于区间Ａ＝［Ａ１，Ａ２］意味着在任意时间 ｔ，累
积函数 Ａ（ｔ）的值属于区间 Ａ（ｔ）＝［Ａ１（ｔ），Ａ２（ｔ）］．

对 ｆ，ｇ∈Ⅱ（Ｆ），定义如下运算：
（１）乘法／卷积：ｆ★ｇ＝ ∩

ｈ∈Ⅱ（Ｆ）；｛ｆ★ｇ｜ｆ∈ｆ，ｇ∈ｇ｜ｈ
ｈ；

（２）加法：ｆｇ＝ ∩
ｈ∈Ⅱ（Ｆ）；｛ｆｇ｜ｆ∈ｆ，ｇ∈ｇ｝ｈ

ｈ．

可以证明｛Ⅱ（Ｆ），，★｝是可换双子［４］，本文进一
步证明｛Ⅱ（（Ｆ）），，★｝有如下属性：

命题１ 对任意 ｆ，ｇ∈Ⅱ（Ｆ），设 ｆ＝［ｆ１，ｆ２］，ｇ＝
［ｇ１，ｇ２］，则：

（１）ｆ★ｇ＝［ｆ１★ｇ１，ｆ２★ｇ２］；

（２）ｆｇ＝［ｆ１ｇ１，ｆ２ｇ２］．
证明：（１）对任意 ｆ∈Ｆ可得：

ｆ２★ｇ２≥ｆ２★ｇ≥ｆ１★ｇ≥ｆ１★ｇ１ （４）
因为 ｆ１★ｇ１，ｆ２★ｇ２∈ｆ★ｇ，所以 ｆ１★ｇ１是 ｆ★ｇ

的下确界，ｆ２★ｇ２是 ｆ★ｇ的上确界，于是 ｆ★ｇ＝［ｆ１
★ｇ１，ｆ２★ｇ２］．

（２）可根据相同过程证明． ■
根据运算可以在Ⅱ（Ｆ）中定义一种序关系：ｆ≤ｇ

当且仅当ｆｇ＝ｆ，即［ｆ１，ｆ２］≤［ｇ１，ｇ２］当且仅当 ｆ１≤
ｇ１并且 ｆ２≤ｇ２．
在确定性网络演算中，映射Πｆ（ｇ）＝ｆ★ｇ为对偶

余映射并且Π
ｂ
ｆ（ｇ）＝ｇ○／ｆ，这一关系在Ⅱ（Ｆ）中仍然成

立．
定理３（区间的反卷积） 设函数区间 ｆ＝［ｆ１，ｆ２］

∈Ⅱ（Ｆ），定义Ⅱ（Ｆ）到自身的映射 Ｆｘ（ｆ）＝ｘ★ｆ，其
中 ｘ＝［ｘ１，ｘ２］∈Ⅱ（Ｆ）．则 Ｆｘ是对偶余映射其对偶余
为：

Ｆｂｘ（ｆ）＝［ｆ１○／ｘ１，（ｆ２○／ｘ２）∨（ｆ１○／ｘ１）］ （５）
证明 容易证明 Ｆｘ是下半连续映射并且Ｆ（）＝

，所以 Ｆｘ是对偶余映射．根据 ｘ★ｆ≥ｇ可得：
ｘ１★ｆ１≥ｇ１，ｘ２★ｆ２≥ｇ２ （６）

于是 ｆ２≥ｆ１≥ｇ１○／ｘ１，ｆ２≥ｇ２○／ｘ２．所以：
ｆ２≥ｍａｘ｛ｇ１○／ｘ１，ｇ２○／ｘ２｝ （７）

ｘ★ｆ≥ｇ的最小解为区间：
［ｇ１○／ｘ１，（ｇ１○／ｘ１）∨（ｇ２○／ｘ２）
将［ｆ１○／ｘ１，（ｆ２○／ｘ２）∨（ｆ１○／ｘ１）］记作 ｆ○／ｘ，称为区

间的反卷积运算．
不难证明如果 ｆ，ｇ，ｈ∈Ⅱ（Ｆ），则 ｆ★ｈ≥ｇ当且

仅当ｆ≥ｇ★ｈ．
根据余理论，可以得到区间的卷积和反卷积的性

质（证明略）．
推论１（区间运算的性质） 如果 ｆ，ｇ，ｈ∈Ⅱ（Ｆ，

则：

（１）ｆ○／ｈ★ｈ○／ｈ＝ｆ○／ｈ；
（２）ｆ★ｈ○／ｈ★ｈ＝ｆ★ｈ；
（３）ｆ★ｈ○／ｈ≤ｆ，ｆ○／ｈ★ｈ≥ｆ；
（４）ｆ○／（ｇ★ｈ）＝ｆ○／ｇ○／ｈ；
（５）（ｆ★ｇ）○／ｈ＝ｇ○／（ｆ○／ｈ）．

５ 区间网络演算

５．１ 区间到达曲线和区间服务曲线

为了提出区间网络演算，需要定义区间到达曲线

和区间服务曲线．首先在Ⅱ（Ｆ）中定义区间的区间到达
曲线．

定义５（区间的区间到达曲线） 设 Ａ＝［Ａ１，Ａ２］和
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ｆ＝［ｆ１，ｆ２］都是Ⅱ（Ｆ）中的区间，则 Ａ具有区间到达曲
线ｆ当且仅当Ａ★ｆ≥Ａ．

定义５定义了区间的区间到达曲线，这个概念脱离
网络中的流而独立存在，表达了区间之间的一种约束

关系．网络演算关心的对象是数据流，因此要将区间与
数据流联系在一起，这一任务通过以下概念完成．

定义６（双子元素的生成区间） Ａ为双子｛Ｄ，，
｝中的任意元素，如果存在区间 Ａ∈Ⅱ（Ｄ），Ａ∈Ａ，则
称区间 Ａ为Ａ的活动区间．称 Ａ的所有活动区间的交
为Ａ的生成区间．

定义７（数据流的到达区间） 设数据流 Ａ的生成
区间为Ａ＝［Ａ１，Ａ２］，如果 Ａ有到达区间ｆ，则称流 Ａ有
到达区间 ｆ．

对到达区间的概念可进行如下讨论：

（１）Ａ有到达区间ｆ意味着Ａ１≤Ａ１★ｆ１，Ａ２≤Ａ２★ｆ２
同时成立；

（２）如果流 Ａ１有到达曲线 ｆ１∈Ｆ，并且 Ａ２有到达
曲线 ｆ２∈Ｆ，则 Ａ有区间到达曲线［ｆ１ｆ２，ｆ１∨ｆ２］．

定义８（服务器的区间服务曲线） 设 Ｓ为服务
器，输入流 Ａ的生成区间为Ａ＝［Ａ１，Ａ２］，相应的输出
流 Ｄ的生成区间为Ｄ＝［Ｄ１，Ｄ２］，如果存在区间 Ｓ＝
［Ｓ１，Ｓ２］∈Ⅱ（Ｆ）０，使得：

Ｄ≥Ａ★Ｓ （８）
则称服务器 Ｓ提供区间服务曲线Ｓ．

对区间服务曲线也可进行如下讨论：

（１）如输入为确定流，则输出流的生成区间的上下
界代表了最大可能输出的上界和最小可能输出的上界；

（２）如果服务器能提供的最小服务曲线为 Ｓ１，最大
服务曲线为 Ｓ２，则必有 Ｓ１≤Ｓ２．这一点可用反证法证
明：如不然，则 Ｓ１Ｓ２≤Ｓ１与 Ｓ１∨Ｓ２≥Ｓ２都是可能的
服务曲线，这与 Ｓ１最小以及 Ｓ２最大矛盾．

下面给出一个服务曲

线的例子，如图１所示，服
务器 Ｓ的服务速率在
１Ｍｂｐｍｓ到 ３Ｍｂｐｍｓ之间，
服务 器 的 延 迟 固 定 为

１０ｍｓ，则该服务器提供区
间服务曲线：

Ｓ＝［（ｔ－１０）＋，３（ｔ－１０）＋］
（９）

在区间 Ｓ中的所有广义增函数都有可能是Ｓ在实
际中提供的服务曲线．
５．２ 区间演算的基本定理

本节推导区间演算的性能定理，首先要证明在Ⅱ

（Ｆ）中如下不等式成立：

引理１ 设 ｆ，ｇ，ｈ∈Ⅱ（Ｆ），则：
（ｆ★ｈ）○／（ｇ★ｈ）≤（ｆ○／ｇ） （１０）

证明 根据推论１可得
ｆ○／ｇ★ｇ≥ｆ （１１）

于是：

（ｆ○／ｇ）★（ｇ★ｈ）≥ｆ★ｈ （１２）
所以：

ｆ○／ｇ≥（ｆ★ｈ）○／（ｇ★ｈ） ■
根据这一引理，可以得到区间服务器的输入输出

特性．
定理４（输出流的区间到达曲线） 具有区间到达

曲线 ｆ的流通过一个提供区间服务曲线Ｓ的服务器，输
出流有区间到达曲线 ｆ○／Ｓ．

证明 显然对于输入输出流的生成区间 Ａ和Ｄ，
Ａ≥Ｄ．根据区间到达曲线和区间服务曲线的定义可
得：

Ａ★ｆ≥Ａ≥Ｄ≥Ａ★Ｓ （１３）
于是根据引理１：

Ｄ○／Ｄ≤Ａ○／Ｄ≤（Ａ★ｆ）○／（Ａ★Ｓ）≤ｆ○／Ｓ（１４）
根据余映射的定义可得：

Ｄ≤（ｆ○／Ｓ）★Ｄ （１５）
即输出有区间到达曲线 ｆ○／Ｓ． ■

定理５（积压） 具有区间到达曲线 ｆ的流通过提
供区间服务曲线Ｓ的服务器，设服务器积压的生成区
间为 Ｂ＝［ｂ１，ｂ２］，则：

Ｂ≤（ｆ○／Ｓ）（０）
证明 根据定理４的证明过程可得：

Ａ○／Ｄ≤ｆ○／Ｓ （１６）
在 ｔ＝０时（Ａ○／Ｄ）（０）≤（ｆ○／Ｓ）（０）以及 Ｂ＝（Ａ○／

Ｄ）（０）． ■
定理６（延迟） 具有区间到达曲线 ｆ的流通过提

供区间服务曲线Ｓ的服务器，设最大延迟的生成区间
为 Ｄ＝［ｄ１，ｄ２］，则：

Ｄ≤ｉｎｆ｛ｄ：ｄ≥０，（ｆ○／Ｓ）（－ｄ）≤０｝ （１７）
证明 因为 Ａ○／Ｄ≤ｆ○／Ｓ，于是对某个实数区间

ｋ≥［０，０］，如果（ｆ○／Ｓ）≤０则（Ａ○／Ｄ）（－ｋ）≤［０，０］．
令：

Ａ＝｛ｄ：ｄ≥［０，０］，（ｆ○／Ｓ）（－ｄ）≤［０，０］｝，
Ｂ＝｛ｄ：ｄ≥［０，０］，（Ａ○／Ｄ）（－ｄ）≤［０，０］｝．

则 ＡＢ，从而ｉｎｆ｛Ａ｝≥ｉｎｆ｛Ｂ｝，ｉｎｆ｛Ｂ｝的表达式为：
ｉｎｆ｛ｄ，Ａ（ｔ－ｄ）｝≤Ｄ（ｔ） （１８）

恰为最大延迟的表达式，从而结论得证． ■
图２描述了区间演算中关于延迟和积压的基本定

理．
定理７（串联网络元素） 两个网络元素 Ｓ１，Ｓ２分
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别提供区间服务曲线 ｓ１，ｓ２，则两个网络元素串联而成
的系统提供区间服务曲线 ｓ１★ｓ２．

证明 根据区间卷积的单调性可证明结论． ■

６ 区间演算的应用

本节用一个例子解释区间网络演算在计算机网络

分析中的应用．
定理８（区间演算的应用） 固定速率的流，带有随

机突发 ｂ∈［０，ｂ］，通过提供确定性服务曲线 ｓ＝ｃ（ｔ－
Ｄ）＋的服务器，根据区间演算可以得到：
（１）如果系统的积压的生成区间为 Ｂ，则 Ｂ≤［Ｄ，

Ｄ＋ｂｃ］；

（２）如果系统的延迟的生成区间为 Ｄ，则 Ｄ≤［ｒＤ，
ｒＤ＋ｂ］；
（３）输出流具有如下区间到达曲线：

Ｓ＝［ｆ１○／ｓ，ｆ２○／ｓ］ （１９）
证明：根据图３可知延迟区间界为［Ｄ，ｄ２］，而积压

区间界为［ｂ１，ｂ２］并且

ｄ２＝Ｄ＋
ｂ
ｃ；ｂ１＝ｒＤ，ｂ２＝ｒＤ＋ｂ （２０）

（３）可根据定理４证明． ■
如果服务器是一个非确定性服务器，区间服务曲

线为：

Ｓ＝［ｃ（ｔ－Ｄ１）＋，ｃ（ｔ－Ｄ２）＋］ （２１）

这时可以用相同的方法得出结果，如图４所描述，
可以得到延迟的区间上界为：

［Ｄ２＋
ｂ
ｃ，Ｄ２＋

ｂ
ｃ∨Ｄ１］ （２２）

积压的区间上界为：

［ｃＤ１，ｃＤ２＋ｂ∨ｃＤ１］ （２３）

输出流的区间到达曲线为：

Ｓ＝［ｆ１○／ｓ１，ｆ１○／ｓ１∨ｆ２○／ｓ２］ （２４）
说明（与确定性及随机网络演算的比较） 如果存

在函数 ｆ使得Ｐｒ｛ｘ≤ｂ｝＝ｆ（ｂ）对所有 ｂ∈ｂ成立，则可
以用随机网络演算处理定理７的问题．数据流可以被如
下随机到达曲线描述［１］：

Ｐｒ｛ｓｕｐ
０≤ｓ≤ｔ
｛Ａ（ｓ，ｔ）－ｒ（ｔ－ｓ）｝≥ｂ｝≤ｆ（ｂ） （２５）

随机演算的缺点在于 ｆ的确切表达式的通常比较
复杂，因此实用性稍差．

本例也可以用确定性网络演算分析，确定性到达

曲线 ｒｔ＋ｂ，但得到的结论不如区间演算精确．
根据以上讨论

不难得出分析性能

参数时，三种方法

的区别如下：

（１）随机网络
演算考虑了 ｘ的所
有可能取值，因此

复杂度最高；

（２）确定性网
络演算只考虑在最坏情况下的 ｘ的可能取值，因此复
杂度最低；

（３）区间网络演算考虑最好与最坏两种情况下 ｘ
的可能取值，因此复杂度介于确定性网络演算与随机

网络演算之间，

７ 总结

本文提出了一种基于广义增函数区间扩展的网络

演算理论，区间网络演算采用了幂等区间分析的数学

理论，可以计算性能参数的生成区间的区间界，因为区

间可以描述不确定参数，所以区间网络演算也可以称

为非确定性网络演算．本文采用的研究方法也可以用
于其它基于双子的网络演算理论．

下一步研究可以将区间演算与随机网络演算相结

合，这样就可以得到更为精确的对流的描述．如对于
Ⅱ（Ｆ）中的区间，可以定义其绝对值｜ｆ｜＝ｓｕｐｔ｛ｆ２（ｔ）－
ｆ１（ｔ）｝，然后定义到达曲线 Ｐｒ｛｜ｆ１，ｆ２｜≤ｂ｝＝ｈ（ｂ），在
这个到达曲线定义的基础上再进一步研究．
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